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Exercice 1. Mesure de Mahler d’un polynéme. Pour P = ZZ:O apX* € C[X] un polynéme de degré d, de
racines rq,...,rq comptées avec multiplicité, on considére la mesure de Mahler de P :

d
M(P) = |ag| | [ max(L,|r]).
=1

I. Calcul d’une intégrale. Soit 7 € R, r # t1 et I(r) = gﬂ In (r* — 2rcost + 1) dt.
1) Montrer que pour tout t € R, 72 — 2rcost + 1 > 0. Cela justifie Iexistence de I(r).
2) Par des sommes de Riemann.
a) Montrer que I(r) = 2§ In (r* — 2rcost + 1) dt.
b) Factoriser le polynéme P = X2" — 1 sur C, puis en irréductibles sur R.
c) Soit Py (r) = [T <pe, (1 — 27 cos (%) + r?). Déduire de la question précédente une forme simple de P, (r).

d) Déterminer lim 21 1In|P,(r)|. Reconnaitre une somme de Riemann, en déduire  I(r) = {0 S? r=l .
n—+o " drln|r| sir>1
3) Par une relation fonctionnelle.
a) Verifier que I(r) = 283” In[e" — r[dt. On pose J, = 5=1(r).
b) Montrer que pour 7 = 0, J(r?) = 2J(r).
J(r?")
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¢) Montrer que 2%1n|r2n —1| < 2%1n|r2" +1].

d) Retrouver expression de I(r).

II. Formule de Mahler.
~ 1 [ , ~
On pose M (P) = exp (QJ In|P(e™)] dt). L’objectif est de démontrer l'identité M (P) = M(P).
T Jo

La quantité M (P) est a priori mal définie si P admet une racine de module 1. Le programme de seconde année permet
de lui donner un sens. On ignorera cette difficulté, et on admettra que les résultats établis dans la partie précédente
sont toujours valables pour r =1 : I(1) = 0.

1) Montrer que M et M sont multiplicatives, c¢’est-a-dire que pour Q1, Q2 € C[X], M(Q1Q2) = M(Q1)M(Q2).
2) On s’intéresse au cas ot P est de degré 1 unitaire : P = X — z. On note r = |z|.
a) Montrer que M(X — z) = M(X —r). b) Montrer que M (X — z) = M(X — ).
3) Montrer le résultat annoncé.
II1. Encadrements de M (P).

On considére P = Y¢_, a;X* € C[X]. On note ||P|l, = /37—, a2, | Pll., = max |a| et |P], = 30—, lax].
a) Exprimer S(l) |P(e™)|2dt = 5 gﬂ |P(e')|? dt en fonction de || P]|,.
b) En utilisant des sommes de Riemann et la convexité de ’exponentielle, montrer I'inégalité de Jensen : pour u

continue sur [0,1], on a
1 1
exp <f u(t) dt> < J e"® dt.
0 0

M(P)
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¢) En utilisant la formule de Mahler, en déduire que

Exercice 2. Equirépartition modulo 1.
Pour f: [0,1] — C continue par morceaux, on note [|f||,, = sup |f(z)|. On note E = CJ,,([0,1],R). On admet
1

o<z<
que (E,|[||,) est un espace vectoriel normé, c’est-a-dire que ||f|., = 0 = f = 0, que [|Af],, = |Al[|f]., et que
1 + 9l < [[flleo + llglloo-

Une suite A = (ap,),,cn+ de réels appartenant [0, 1] est dite équirépartie dans [0, 1] si pour toute fonction f € E, on a

1 !
i 2 F () = [ fe)de

N—
- n=1

Soit (rp),en# une suite réelle. On pose Vn, a, = r, — [r,]. La suite (r,,), s« est dite équirépartie modulo 1 si la suite
des réels a,,n € N*, est équirépartie dans [0, 1].

I. Un critére équivalent d’équirépartition dans [0, 1].

1) Une condition suffisante. Soit A = (ay), s+ une suite réelle & valeurs dans [0,1]. On note F4 P'ensemble des

N 1
. N, o1
fonctions f de E qui vérifient ]\}gnoo N 7;1 flan) = L flz)dx. (%)




a) Montrer que F4 est un sous-espace vectoriel de E contenant les fonctions constantes.
b) Soit g € E. On suppose que pour tout £ > 0, il existe deux fonctions f, fo € F4 vérifiant
(i) Vo e [0 1] f1( ) < g(z) < fa(2),
1
) So g(z (z)dz <eet § fo(z) — g(z)dr <e.
Demontrer que g € Fyu.

c) On suppose que F4 est dense dans E pour |-, ¢’est-a-dire que pour tout f € E, il existe une suite (f,) € FY
telle que || f, — f]|,, — 0. Montrer que (a,) est équirépartie dans [0, 1].

2) Répartition dans les segments.

Soit A = (an), ey une suite d’éléments de [0,1]. Pour J = [¢,d] < [0,1] un intervalle, on note hy = 1; la

fonction égale & 1 sur I'intervalle J et & 0 en dehors.

a) Montrer que la suite (a,) est équirépartie dans [0, 1] si et seulement si pour tout segment J = [¢,d] < [0, 1],
la fonction h; appartient & F4.

b) Soit J = [c,d] avec 0 < ¢ < d < 1. Etant donné € > 0, déterminer deux fonctions continues f; et fo vérifiant
les relations :

(i) f1(0) = f1(1), f2(0) = f2(1) et Va € [0,1], f1(z) < hu(z) < fa(2),
(ii) §ohs(z) = fi(z)dz <eet §y fole) — hy(r)dz <e
On dessinera en particulier les graphes de deux telles fonctions fi et fs.
On admet que ce résultat reste valable pour n’importe quel intervalle J de [0,1].
c) En déduire que pour que la suite A = (ay,), nx SOit équirépartie dans [0, 1], il suffit que toutes les fonctions
continues prenant mémes valeurs aux extrémités 0 et 1 de l'intervalle [0, 1] appartiennent & Fy.
d) Etant donné un entier N € N* et J = [c,d], on considére N(J) = Card {n € [1,N] | a, € [¢,d]}. Montrer

N(J
que (ay,,) est équirépartie dans [0, 1] ssi pour tout segment J = [¢,d], on a J\}im = d—
—o0

II. 1) Un critére complexe d’équirépartition modulo 1.
Pour R = (ry),cn+ une suite réelle et k£, N € N*, on note C(R, k, N) € C la quantité

N
C(R,k, N) = %Z «p (2ikrn)

Pour des (ci)—n<k<n € C, ou des (ax, bi)o<k<n € C, on appelle polynéme trigonométrique application

n

P:0— Z e ou g Z ag, cos(2km8) + by, sin(2km0)
k=—n k=0

On admet le théoréme d’approximation uniforme trigonométrique de Weierstrass : si f: [0,1] — C est continue
et vérifie f(0) = f(1), alors il existe une suite de polynomes trigonométriques P, telles que | f — P/, — 0.

a) Montrer que si la suite (r,,), .\ €st équirépartie modulo 1, alors pour tout k € N*, on a

lim — p (2iwkry,) = 0.

Now N

||M2

b) Réciproquement, montrer que si ce qui précéde est vérifié pour tout k € N*, la suite (75,), .y« €st équirépartie
modulo 1.

c) Soit 0,z € R. Montrer que la suite (nf + x),en*, est équirépartie modulo 1 si et seulement si le réel 6 est
irrationnel.

2) Inégalité de Van der Corput.

On consideére z,...,2, € C, et h € [1,n]. Pour i ¢ [[1,n]], on utilise la convention z; = 0.
On rappelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz : pour (a;), (b;) € C", |Z?=1 aibil < /20 lail2/ D [bil2.

2 2
+h—1h— n+h—1|h—1
a) En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, montrer que 2 Z (n+h—1) Z Z Zi—j
=1 j=0 i=1 |j=0

n 2

P

i=1

<(n+h-1) l22(h—r)Re<Z ZZZZM> +h2|2i|2]~

b) En déduire que  h?

3) Applications.
a) % Soit (z,,) une suite de nombres réels telles que pour tout p > 1, la suite (x4, — 25) soit équirépartie
modulo 1. En utilisant le critére d’équirépartition modulo 1 et I'inégalité de Van der Corput, montrer que
(2,,) est équirépartie modulo 1.
b) En déduire que si P € R[X] est un polynéme dont le coefficient dominant est irrationnel, la suite (P(n))nen
est équirépartie modulo 1.



